
زاده ضرابی حمید مدرس: کامپیوتر مهندسͬ دانشͺده ی

گسسته ساختار های
۱۴۰۴−۱۴۰۵ دوم نیم سال

۱ آزمون مبحث ریاضͬ استقرای سوم سری تمرین

اعداد تعداد با برابر را fi مقدار است. شده داده متمایز لزوما نه طبیعͬ اعداد از a۱, a۱, . . . , an دنباله ی .۱
کنید: ثابت ͬ کنیم. م تعریف دنباله این در i مساوی یا بزرگ تر

f۱ + f۲ + · · · = a۱ + a۲ + · · ·+ an

اصل دو از استفاده با ͬ توان م را توان آشنای قوانین از بسیاری ناصفر، پایه های و طبیعͬ اعداد توان های برای .۲
کرد: اثبات زیر

b۰ = ۱ (b ̸= ۰), bn+۱ = b · bn.

کنید: ثابت را زیر گزاره های باشند. ناصفر حقیقͬ اعداد s و r و طبیعͬ اعداد n و m کنید فرض حال
.rm+n = rmr n الف)
.rmn = (rm)n ب)

.m > n اگر تنها و اگر rm > r n آن گاه ،r > ۱ اگر ج)
.r > s اگر تنها و اگر r n > sn آن گاه ،n, r, s > ۰ اگر د)

دو هیچ آن در که S زیرمجموعه های تعداد کنید ثابت بͽیرید. نظر در را S = {۱, ۲, . . . , n} مجموعه ی .۳
است. فیبوناچͬ دنباله ی عدد nامین با برابر Fn آن در که Fn+۲ با است برابر نشده  ظاهر ͬ ای متوال عدد

ناحیه های به رأس ها) در جز (به ͬ کنند نم قطع را یͷ دیͽر که قطرهایی از استفاده با را غیرمحدب ضلعͬ  nͷی .۴
است. n− ۳ با برابر قطرها این تعداد کنید ثابت کرده ایم. تقسیم مثلثͬ

نفر ۳ که دارد وجود فردی نفر ۴ هر بین در ͬ دانیم م همچنین دارند. حضور n ⩾ ۴ شرط با نفر n جمعͬ در .۵
شناختن کنید (فرض ͬ شناسد. م را جمع این افراد تمام که دارد وجود فردی کنید ثابت ͬ شناسد. م را دیͽر

است.) دوطرفه رابطه ی ͷی
باشند. متفاوت رقم ۲n−۱ در حداقل دوتایی هر که ساخت بیتͬ ۲n عدد ۲n+۱ ͬ توان کنید م ثابت .۶

ͬ توان م را دایره ها این توسط ایجادشده ناحیه های دهید نشان است. شده داده صفحه در دایره n از مجموعه ای .۷
نباشند. همرنگ مشترک مرز داری ناحیه  های که کرد رنگ آمیزی چنان رنگ دو با

داد، جا ۳n شعاع به دایره ͷی درون را واحد شعاع به دایره ۷n ͬ توان م کنید ثابت n طبیعͬ عدد هر ازای به .۸
باشند. داشته مشترک نقطه ی ͷی حداکثر واحد شعاع به دایره دو هر که نحوی به

حداقل و ستون، هر در عدد ها بزرگ ترین از (p ⩽ m) تا p حداقل حقیقͬ، اعداد از m× n ماتریس ͷی در .۹
دوبار عدد pq حداقل که کنید ثابت ͬ کنیم. م نشانه گذاری را سطر هر در عدد ها بزرگ ترین از (q ⩽ n) تا q

اند. شده نشانه گذاری
درست از همچنین است. درست طبیعͬ اعداد از نامتناهͬ زیرمجموعه ی ͷی ازای به P (n) گزاره ی ͬ دانیم م .۱۰
است. درست طبیعͬ اعداد تمام ازای به P (n) دهید نشان ͬ شود. م نتیجه P (n) درستͬ P (n+ ۱) بودن

است. برقرار n! > n۴ نامساو ی ،n ⩾ ۷ طبیعͬ عدد هر ازای به کنید ثابت .۱۱

۱



با: است برابر حداکثر صفحه در خط n توسط شده ایجاد نواحͬ تعداد دهید نشان .۱۲
n۲ + n+ ۲

۲
در بعد مرحله ی هر در و ͬ نویسد م تخته روی B یا A حرف ͷی ابتدا اول نفر ͬ کنند. م بازی هم با نفر دو .۱۳
یا خود نوبت در دوم نفر ͬ کند. م اضافه فعلͬ کلمه ی راست سمت به B یا A جدید حرف ͷی خود نوبت
مرحله ۲n از پس ͬ کند. م عوض است شده نوشته تاکنون که حروفͬ از حرف دو جای یا ͬ کند، نم کاری هیچ
انتها و ابتدا از یعنͬ باشد، آیینه ای نهایی کلمه ی که کند کاری ͬ تواند م دوم نفر کنید ثابت ͬ یابد. م پایان بازی

شود. خوانده صورت ͷی به
زیردنباله ای هیچ و نباشد یͺسان آن در مجاوری عدد دو هیچ که بیابید را n تا ۱ اعداد از دنباله بزرگ ترین طول .۱۴
تکرار دنباله طول در یͺسان ترتیب ͷی به که نباشند عدد دو یعنͬ باشد، نداشته x . . . y . . . x . . . y شͺل به

باشند. شده
به کرد، تقسیم کوچͷ تر مربع ۳ × ۲n − ۲ به را مربع هر ͬ توان م که کنید ثابت ،n طبیعͬ عدد هر برای .۱۵
عبور کوچͷ تر مربع های این از تا n+۱ حداکثر از باشد، موازی مربع اضلاع از ͬͺی با که خط هر که  نحوی 

کند.
از بسته بندی برای کارخانه این ͬ کند. م تولید مختلف رنگ k در توپ هایی اسباب بازی، تولید کارخانه ی ͷی .۱۶
(با توپ nk ͬ تواند م کارخانه این کنید ثابت ͬ گیرد. م جا توپ n ͷی هر در که ͬ کند م استفاده جعبه هایی
رنگ ۲ حداکثر توپ ها جعبه، هر در که دهد جا بسته k در گونه ای به را رنگ) هر از توپ دلخواهͬ تعداد

باشند. داشته مختلف
به کرد افراز nتایی دسته ی سه به ͬ توان م را {۱, ۲, ۳, . . . , ۳n} مجموعه ی ،n ⩾ ۲ هر ازای به کنید ثابت .۱۷

باشد. برابر دسته ها دیͽر با دسته هر در اعداد مجموع که نحوی
کنید: ثابت n طبیعͬ عدد هر برای را زیر نابرابری .۱۸√√√√۲

√
۳
√

۴ . . .

√
(n− ۱)√n < ۳

ͷی حداقل نیستند، بزرگ تر ۲n از که مثبت صحیح اعداد از تایی n + ۱ مجموعه ی هر ازای به کنید ثابت .۱۹
است. دیͽری مضرب عدد

نوبت که بازیͺنͬ نوبت، هر در داریم. سنگ دسته k ابتدا در است. نوبتͬ دونفره ی بازی ͷی nim بازی .۲۰
ͬ تواند (م کند حذف را دسته آن سنگ های از نامنفͬ تعدادی و کند انتخاب را دسته ها از ͬͺی باید اوست
از استفاده با است. برنده کند، حذف را سنگ ها) (یا سنگ آخرین که بازیͺنͬ بردارد). نیز را سنگ ها همه ی
را بازی ͬ تواند م همواره اول بازیͺن آنگاه باشد، ناصفر دسته ها سنگ های تعداد xor اگر کنید اثبات استقرا

ببرد.

۲


